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Exercice 1 (8 points)

Les objectifs de cet exercice sont d ‘obtenir le développement en série de Fourier d'une fonction puis
d’utiliser ce développement pour obtenir les sommes de deux séries numériques.

On considére la fonction numérique f définie sur IR | paire, périodique de période =, telle que :
£(1) =§z si t appartient a l'intervalle Lo,lzt-J.
1. Tracer la représentation graphique de la fonction f'sur l'intervalle [—n, 1:].

Déterminer les coefficients de Fourier réels associés a la fonction £, On précisera la valeur de a

suivant la parité de I’entier non nul n.

3.
3.1.  Montrer que la fonction f vérifie les conditions d'application du théoréme de Dirichlet.
32, Soit S(t) = = - cos(2(2 p+1)r).
8 = (2p+)
_ 4 . T
Donner, en la justifiant, Ia valeur de S(#) sur [0,3:\ puis sur [—2- n] )
4, Soient les séries numériques. convergentes, de terme général
y =t ety =—t (reN)
e+ 7 @pe+)? '

4.1.  Enutlsant le développement en série de Fourier de la fonction f déterminer

Mé

=0 Zp + l)
l a+T ) - 1 il k) ki
4.2.  Onrappelle la formule de Parseval : 7'[ S dt=a,+ —Z (a; +b; ) )

- 1

En utilisant cette formule, déterminer —
p=U (2 p + 1)
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Exercice 2 (12 points)

Un systeme physique est régi par 1’équation différentielle suivante dans laquelle les nombres R et C sont des
constantes strictement positives.

dv 1 _df
5O+ =y = E") (ED).

Partie 1

. L e . f({t)=0pourt <0
Dans cette partie on suppose que la fonction f* est défimie pour tout ¢ réel par :

' f(®)=V,pourt 20
ou V), est une constante reelle strictement positive.

1. Calculer -d—{—(t) pour ¢ appartenant a ]—oo,O[ puis résoudre sur ]—00,0[ I'équation différentieile (E1)

avec la condition v(07)=lim v(¢)=0.

Q"

Calculer —d‘-t-(t) pour f appartenant & |0, +wo[ puis résoudre sur |0, +o[ I'équation différenticlle (E1)

avec la condition w(07)=lim v(¢) =V, .
10" )

Etudier sur ]— X, 0[ v, ]0 S+ oo[ les variations de la fonction v. Donner dans un repére orthonormal, l'allure

de la représentation graphique de la fonction v pour ¢ réel non nul. On prendra, pour réaliser le graphique,
RC=1let Vo =7,

PARTIE 11

: . N U(t)=0 pour <0
La fonction échelon unité apparaissant dans cette partie est définie par : < ® P
U()=1 pour 1 20.

Dans cette partie on suppose que la fonction f est définie pour tout # réel par f(f) =V, () - U(t-7)) ou T

est un réel strictement positif. Le systéme est alors régi par I’équation :

W) + Rl_c [vwa=rey @
Donner dans un repére orthogonal, la représentation graphique de la fonction f (on prendra, pour
réahiser le graphique. ¥V, =2 et r=1).
Déterminer la transformée de Laplace de la fonction /.

On suppose que la fonction v est nulle pour ¢ < 0, et qu'elle admet une transformée de Laplace notée
pHV(p).

2.1.  Résoudre, en utilisant la transformation de Laplace, I'équation (E2).
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2.2.  En déduire que la fonction v est définie par :

v(t) = 0 pourt <0

v(t) = V,e *¢ pour 0<t<rt

t T
v(t)y = V,e ﬁ[1-—t’.7"_5]pourt2:'.

L

Dans cette question. on s'intéresse a la représentation graphique de la fonction v.

3.1.  Calculer v(r~)définie par v(7”~ ) = lim v(f) et montrer que wWr~) <V
t—r”

3.2. Montrer que le "saut" o de la fonction ven f =7 , défini par o= v(r7) — v(7), est égal &
Vs.

3.3.  Etudier les variations de la fonction v pourt 2 7.

34.

En utilisant les résultats précédents et ceux de la partie I, question 3, donner l'allure de la

représentation graphique de la fonction v dans un repére orthogonal. On prendra, pour réaliser

le graphique, RC =1, Vy=2et r=1.
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Plusieurs résultats figurant dans ce formulaire ne sont pas au programme
de TOUTES les specialités de BTS appartenant a ce groupement.

1. RELATIONS FONCTIONNELLES

In{ab)=Ina+inb, o a>0Oets>0 cosacosh = —lz—[cos(a +b)+cos(a - 5)]

exp(a + b) = expaxexpb
: L 1
o =ellna singsinb = —2-[cos(a-b)—cos(a+b)]

cos(a + b) = cosacosb - sinasinb

singcosd = l[sin(a +b)+sin(a - b)]
. . . 2
sin(a+ b)=sin acosb + cosasin b

: el = cost +isint
c'os(2t)=2coszt-1=1—2$in21
_1 (ir -ir) 1 (s —r)
sin(2f) = 2sinz cos? cost=Zi +e ) cht=5—(e +e
sin p+sing = 2sin Pr9 g9 sint = i_(e" —e'i'), sht = l(e' —e")
2 2 2i 2
: L P=q  P+g
sin p—sing = Zsm—:Z COS—2 e = e(cos(B1)+isin(B1)),ona=ca+if
COS p+C0sg = 2cosp—+qcos£;—q
cosp-—cosq=—2sinp—§—q-sin%

2. CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL

a) Limites usuelles

Comportement a l'infini

Comportement a l'origine
lim Int=+w ;

limint = -
1 —>+0 1-0
lim & =+ ; Sia>0, lim* =0 ; si <0, lim (% =+
{40 =0 =0
lim e =0 ; . .
{0 Sia>0 limt*Inr=0.
=0
Sia>0, lim ¢t =+o ; siax<0, lim % =0
{=—»+a0 1—>+<0

Croissances comparées a l'infini
e!
Sia>0, lim —=+w
t—>+c0 &
. . Int
Siag>0, lim —=0
t—r40 ¢4
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b) Dérivées et primitives

Fonctions usuelles

/() 1) 1) 1)
Ins I cht sht
t
e! e shi cht
“(aeR) ar®! Arcsint 1
2
sin ¢ cos ¢ -t
cos ¢t —-sint Arctan? !
141
14 2
e cos? ¢ =l+uants e” @eC) ae®
Opérations
(w+v) =u'+v' (vo u)' =(oul
(k u), =ku ,
., (e") =e'u
() =u'v+uv'
(l\] __u (in u)' =2, uavaleurs strictement positives
=-— u
u
E'-u’v_uv’ (uﬂ)=aud"lul
v B v2
¢) Calcul intégral
Valeur moyenne de fsur [a, b] : Intégration par parties :
b b b
— [0« J ) V() & = Bl - w0 (0 e
b-a Ja a a

d) Développements en séries entiéres

12 n t3 tS 2p+l
el =l —t—t b —+ sint = ———+—+--+(-1)
1 2! n! I 3 s 2p+1)|
1 2 n.n t 2 t 4
—— =]t et " +- =]
1+1 ( ) ~cost =1 2+4!+ +( l)P( )'
ln(l+1)"t—i+£3—+'"+(—l)”—l e +- a a aa- l) 2 ala-1)-- (a"n‘H) n
273 o (t+1) =l+l—!l+ TER— — "+

¢) Equations différentielles
Equations Solutions sur un intervalie

' L blt
alt)x' +b(t)x=0 )= ke~ 61 G est une primitive de ¢ > 7(;)5

a

ax” +bx'+cx =0 Sid>0, f(f)=Ae" + ye ... ol # et r, sont les racines de 1’équation caractéristique
équation caractéristique : |5i 4=0, £(¢)=(ir+ p)e” ......... ol r est la racine double de I’équation caractéristique
ar’ +br+c=0 Sid<0, f(t)=[icos(8¢)+ usin(B:)]e* ou n =a+if et r, =a—if sont les racines
de discriminant 4 complexes conjuguées de I’équation caractéristique.
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3. SERIES DE FOURIER
f: fonction périodique de période T ;

développement en série de Fourier :

+0 +a
st) = ag +Z(ak coslk )+ by sin(k wt)) = chei"“" , ke N*, neZ).

k=1 -0
1 pa+T 2 ra+T 2 pa+T i
ap = 7 L f(t)dt ; ay = F L f(t)cos(ka)t)dt ; b = ? L f(t)sm(ka)t)dr.
T . . s .
¢y = L fle)e™@dr (ne Zy; co=ag; G by _ ck ; a +iby
T Jda 2 2

4. TRANSFORMATION DE LAPLACE

Fonctions usuelles

L @@)=<
4
L )= -

p+a

L (r(r)= ;‘5 :

; L (sin(o¢)%(r)) = 2w

Propriétés

pe+o

L (,"'J[(t)): p:i-l (nelN) ;

L {cos(ws)x(r)) = 5 P 5 -
P tw

g
£ @ O Fp)

7)) ou
S périodique de période T

o
Fe)  a>o LA2]
fle=e)t(e=) F(p)e"?

70 ) Flp+a)

7eyu) PF(p)- 1(0%)

£16) P*F(p)- pf(0*) - 1'(0%)
- fOU() F(p)

[ 760e) 5%’)

_ft(_r)%(,) [; ® Flu)du

Jo )l -)2) an #(p) 6(r)

Fo(p)l_e]_pr ob Fo(p)= IOT f(z)efpf dr
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3. PROBABILITES

n!

ol Cf,=1—!—(;—:k—)!;E(X)=np; O'(X)=m

a) Loibinomiale P(X =k)= Cﬁpkq"-k

b) Loi de Poisson

T4l 2 03 04 0.5 0.6
-2 gk

P(Xx =k)=Z k'A 0 08187 | 07408 | 0.6703 | 0.6065 | 0.5488

‘ 1 01637 | 02222 | 02681 | 03033 | 03293

£(x)=2 2 00164 | 00333 | 00536 | 00758 | 0.0988

3 00011 | 00033 | 00072 | 00126 | 0.0198

4 00000 | 00003 | 00007 | 00016 | 0.0030

vix)=1 5 00000 | 00001 | 0.0002 | 0.0004

6 00000 | 0.0000 | 0,0000

N 1 1.5 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 0368 | 0223 | 0135 | 0050 | 0018 | 0007 | 0002 | 0001 | 0000 | 0000 | 0.000
1 0368 | 0335 | 0271 | 0249 | 0073 | 0034 | 0015 | 0006 | 0003 | 0001 | 0.000
2 0184 | 0251 | 0271 | 03224 | 0147 | 0084 | 0.045 | 0022 | 0011 | 0005 | 0.002
3 0061 | 0126 | 0180 | 0224 | 0a95 | o140 | 0089 | 0052 | 0029 | 0015 | 0.008
4 0015 | 0047 | 009 | 0168 | 0195 | 0176 | 0134 | 0091 | 0.057 | 0034 | 0.019
5 0003 | 0014 | 003 | 0101 | 056 | 0176 | 0161 | 0128 | 0092 | 0.061 | 0.038
6 0001 | 0004 | 0012 | 0050 | 0104 | 0146 | 0161 | 0149 | 0122 | 0091 | 0.063
7 0.000 | 0001 | 0003 | 0022 | 0060 | 0104 | 0138 | 0149 | 0140 | 0117 | 0.090
8 0000 | 0001 | 0008 | 0030 | 0065 | 0103 | 0130 | 0140 | 0132 | 0.113
9 0.000 | 0003 | 0013 | 0036 | 0069 | 0101 | 0124 | 0132 | 0.125
10 0001 | o000S | 0018 | 0041 | 0071 | 0099 | 0119 | 0125
1 eoce | o002 | ooos8 | 0023 | 0045 | 0072 | 0097 | 0114
12 0001 | 0003 | 0011 | 0026 | 0.048 | 0073 | 0.095
13 0000 | 0001 | 0005 | 0014 | 0030 | 005 | 0073
14 0.000 | 0002 | 0007 | 0017 | 0032 | 0052
15 0001 | 0003 | 0009 | 0019 | 0035
16 o000 | o001 | ooos | o011 | o022
17 0001 | 0002 | 0006 | 0.013
18 0000 | 0001 | 0003 | 0.007
19 0.000 | 0.001 | 0.004
20 0.001 | 0.002
21 0.000 | 0.001
22 0.000
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¢) Loi normalie

La loi normale centrée réduite est caractérisée par la densité de probabilité : f(x)

= 2

EXTRAITS DE LA TABLE DE LA FONCTION INTEGRALE DE LA LOI NORMALE CENTREE, REDUITE N,

()= P(T < 1) = j_‘w flx)dx

T1(¢

t 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0.07 0,08 0,09

0,0 0.500 0 0,504 0 0,508 0 05120 0,§16 0 0.5199 0,523 9 05279 0,531 9 05359
0,1 05398 0,543 8 0,547 8 05517 05557 05596 | 05636 05675 05714 05753
0,2 | 05793 05832 05871 0,591 0 05948 | 05987 | 0.6026 0,606 4 0,6103 0,614 1
03 | 0.6179 0,6217 06255 0,629 3 0,633 1 0,6368 | 0.6406 0.644 3 0,648 0 0,651 7
04 | 06554 0,659 1 0,662 8 0,666 4 0.6700 0,6736 | 06772 0.680 8 0,684 4 0,687 9
0.5 | 0.6915 0.6950 0,698 5 0.7019 0,705 4 0,7088 | 0,7123 0,7157 0,719 0 0,722 4
06 | 0,7257 0,729 0 0,732 4 07357 0,7389 | 07422 | 07454 0,748 6 0,751 7 0,754 9
0,7 | 07580 0,761 1 0,764 2 0,767 3 0,7704 | 0,7734 | 0,776 4 0,779 4 0,782 3 0,7852
08 | 07881 0,791 0 0,793 9 0,796 7 0,799 § 0.8023 | 08051 0,807 8 0,810 6 08133
09 | 08159 0818 6 0.8212 08238 08254 0,828 9 0.8315 08340 0,836 5 0.838 9
1,0 | 08413 0,843 8 0.846 1 08485 08508 | 08531 0.8554 08577 | 08599 0,862 1
1,1 0,864 3 0,866 5 0.868 6 0.870 8 0.8729 | 08749 | 08770 0.8790 0,881 0 0,883 0
12 | 0.8849 0,886 9 . 0,888 8 0,890 7 08925 | 08944 | 08962 0,898 0 0,899 7 0,901 5
13 | 09032 0,904 9 0.906 6 0,908 2 09099 | 09115 | 09131 09147 0916 2 09177
14 | 09192 0,920 7 09222 0,923 6 0.925 1 09265 | 09279 09292 0,930 6 09319
1.5 | 09332 0934 5 0,935 7 0,937 0 09382 | 09394 | 09406 09418 | 09429 09441
1,6 | 09452 0,946 3 0.947 4 0,948 4 09495 | 09505 | 09515 09525 09535 09545
1,7 { 09554 0,956 4 0,957 3 0,958 2 0,959 1 0,959 9 0,960 8 0,961 6 0,962 5 0,963 3
1.8 | 09641 0,964 9 0,965 6 09664 | 09671 0,967 8 0,968 6 09693 | 09699 0,970 6
19 { 09713 0,9719 09726 09732 | 09738 | 09744 | 09750 09756 | 09761 0,976 7
20 | 09772 09779 09783 09788 09793 | 09798 0,980 3 0.980 8 0,981 2 0,981 7
2,1 [ 09821 0,982 6 0,983 0 0,983 4 09838 | 09842 09846 | 09850 0,985 4 0,985 7
22 | 09861 0,986 4 0,986 8 0,987 1 09875 | 09878 | 09881 09884 | 09887 0,989 0
23 | 09893 0,989 6 09898 0,990 1 0,9904 | 09906 | 09909 09911 0,9913 0.991 6
24 | 09918 0,9920 0,992 2 09925 09927 | 09929 | 09931 09932 0,993 4 0,993 6
25 | 0993 8 09940 | 09941 09943 | 09945 | 09946 | 09948 | 09949 09951 09952
2,6 | 09953 09955 0,995 6 09957 | 09959 | 09960 | 099%1 0992 | 0993 0.996 4
2,7 ) 09965 | 09966 | 0997 0998 | 0999 | 09970 | 09971 09972 | 09973 09974
28 | 09974 09975 | 09976 09977 | 09977 | 09978 | 09979 0,9979 0,998 0 09981
29 | 09981 0,998 2 0,998 2 09983 | 09984 | 09984 09985 0,998 5 0,998 6 0,998 6

TABLE POUR LES GRANDES VALEURS DE ¢

t 3.0 32 33 3.4 35 3.6 38 4,0 4.5

(n) 0,998 65 0,999 04 0,999 31 0,999 52 0.999 66 099976 | 0999841 | 0999928 | 0,999968 | 0,999 997

Nota : H(—t): 1- I'I(t)
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